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ЙМОВІРНІСНА ІНТЕРПРЕТАЦІЯ 
СЕРЕНДИПОВИХ ПОВЕРХОНЬ 

В роботі серендипові поверхні розглядаються як функції випадкового вектора. Це дає нове 
тлумачення інтегральних характеристик, зокрема, математичного сподівання. Замість подвій-
ного інтегрування запропоноване просте і зручне правило 9-ти аплікат, яке забезпечує точний 
результат. 

Ключові слова: серендипові поверхні, бікубічна інтерполяція, нестандартний базис, ма-
тематичне сподівання, метод Монте-Карло, випадковий вектор. 

Постановка проблеми 

Перші спроби застосувати геометрич-
ну ймовірність в методі скінченних елеме-
нтів (МСЕ) стосуються саме серендипових 
поверхонь. Завдяки геометричній ймовір-
ності виникла конструктивна теорія серен-
дипових апроксимацій, з’явилися нові 
(альтернативні) моделі з особливими влас-
тивостями і числовими характеристиками, 
які можна «замовляти». Розглядаючи сере-
ндипові поверхні як функції випадкового 
вектора, ми відкриваємо нові тлумачення 
інтегральних характеристик серендипових 
елементів. В першу чергу це стосується 
стандартних серендипових елементів ви-
щих порядків, інтегральні характеристики 
яких, на думку О. Зенкевича, протиприро-
дні і не відповідають здоровому глузду. 
Ми спробували реабілітувати стандартні 
моделі. Для поверхонь із складним рельє-
фом ми пропонуємо обчислювати матема-
тичне сподівання функції випадкового ве-
ктора не подвійним інтегруванням, а мето-
дом Монте-Карло. Виявляється, що можна 
суттєво зменшити обсяг обчислення і 
спростити процедуру, якщо замість прос-
тої вибірки скористатися стратифікованою 
вибіркою (правило 9-ти аплікат). На при-
кладі елементів бікубічної інтерполяції до-
ведено, що зважене середнє співпадає із 
математичним сподіванням. 

Аналіз останніх досліджень 
і публікацій 

Серендипові елементи вперше (1968 р.) 
з’явилися в роботі Ергатудіса, Айронса і Зе-
нкевича [1] як інструмент ізопараметричних 
перетворень чотирикутників. В цій роботі 
були отримані підбором базисні функції бі-
квадратичної та бікубічної інтерполяції. В 
літературі з МСЕ ці елементи називають 
стандартними. У 1982 р. [2, 3] стандартні та 
нестандартні (альтернативні) моделі були 
вперше отримані за допомогою ймовірнісно-
геометричної процедури. У книзі [4] О. Зен-
кевич звернув увагу на фізичну неадекват-
ність спектру вузлових навантажень на еле-
ментах вищих порядків від одиничної масо-
вої сили. Стало зрозуміло, що фізичної ін-
терпретації фахівця з будівельної механіки 
недостатньо, щоб пояснити появу від’ємних 
«навантажень» на кутові вузли носія. На 
нашу думку корисно звернутися до ймовір-
нісно-геометричної інтерпретації серенди-
пових поверхонь. В цій роботі ми розгляда-
ємо серендипові поверхні як функції випад-
кового вектора, точніше, радіуса-вектора. 

Постановка завдання 

Мета статті – запропонувати нову ін-
терпретацію серендипових поверхонь та їх 
числових характеристик, яка створює умо-
ви для «суперечки» моделей. Метод інтер-
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претації сьогодні є провідним у математи-
чному моделюванні, а ймовірнісна інтер-
претація має повернути природний зміст 
фізично неадекватним інтегральним харак-
теристиками серендипових поліномів. 

Виклад основного матеріалу 

Означення випадкового вектора і 
функції випадкового вектора наведені в 
[5]. Формула для математичного 
сподівання функції форми Ni(x,y) СЕ (|x|≤ 
1, |y|≤ 1) має вигляд [6]: 

. (1) 

Нагадаємо властивості функції впливу 
Ni(x,y): 

, (2) 

де  – символ Кронекера, і – номер 
функції, k – номер вузла інтерполяції.  

З геометричної точки зору  
співпадає з середнім арифметичним аплікат 
поверхні f(x,y) = Ni(x,y). Зрозуміло, що 
середнє значення аплікат може бути 
від’ємним, якщо більша частина об’єму тіла 
розташована під носієм фінітної функції. 

На випадок, коли подвійне інтегрування 
з будь-яких причин ускладнюється, ми про-
понуємо замінити інтеграл (1) інтегральною 
сумою. Для цього треба визначити досить 
велику кількість аплікат: f1, f2, …, fn і оцінити 
математичне сподівання функції випадково-
го аргумента за методом Монте-Карло: 

. (3) 

Точність формули (3) суттєво зале-
жить від довжини серії експериментів 
(вимірювань), якщо вибірка проста. Більш 
ефективною є стратифікована вибірка 
(усереднення з ваговими коефіцієнтами). 
Виявляться, що на елементі Q12 достатньо 
зробити лише 9 вимірювань, щоб отримати 
точне значення f . Правило 9-ти аплікат 
має вигляд: 

. (4) 

На рис. 1 зображені обчислювальний 
шаблон і три портрети ліній нульового рівня 

кутових поверхонь N1(x,y), що успішно 
пройшли тестування формулою (4). 

Спільна особливість моделей А, В, С в 
тому, що усі лінії нульового рівня – прямі. 
Цікаво дізнатися, скільки таких моделей 
існує на СЕ Q12? Це питання окремої 
публікації. На рис. 1 області від’ємних зна-
чень функції N1(x,y) заштриховані. Щоб за-
безпечити можливість перевірки властиво-
стей (2), ми наведемо формули для «кутових» 
функцій N1(x,y) і «проміжних» – N5(x,y). 

Модель А: 
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Модель В: 
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Модель С: 
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Покажемо, як «працює» формула (4). 
Для моделі А: 

 
Отже,  

Цей результат співпадає з результатом 
подвійного інтегрування (1). До речі, стан-
дартна модель, як відомо [4], дає . 

Саме цей результат О. Зенкевич назвав 
протиприродним. 
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шаблон модель А 

  
модель В модель С 

Рис. 1. Обчислювальний шаблон і три моделі Q12 

Висновки і перспективи 
досліджень 

Ймовірнісна інтерпретація базису Q12 
відкриває можливості наповнити природним 
змістом спектр вузлових «навантажень» СЕ 
вищого порядку. Правило 9-ти аплікат є дво-

вимірним аналогом правила параболічних 
трапецій (Сімпсона). Цікаво, що із 9-ти аплі-
кат на всіх моделях продуктивно задіяні лише 
4. Цього цілком достатньо для отримання точ-
ного значення інтегральних характеристик f . 
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PROBABILISTIC INTERPRETATION 
OF SERENDIPITY SURFACES 

In the paper serendipity surfaces are considered as functions of a random vector. This gives a new 
interpretation of the integral characteristics, in particular, the expected value. Instead of double integration, 
the simple and easy 9 application rule that provides the exact result is proposed. 

Keywords: surface of serendipity family, bicubic interpolation, non-standard basis, expected value, 
Monte-Carlo method, random vector. 
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Николаев 

ВЕРОЯТНОСТНАЯ ИНТЕРПРЕТАЦИЯ 
СЕРЕНДИПОВЫХ ПОВЕРХНОСТЕЙ 

В работе серендиповы поверхности рассматриваются как функции случайного вектора. 
Это дает новое толкование интегральным характеристикам, в частности математическому 
ожиданию. Вместо двойного интегрирования предложено простое и удобное правило 9-ти апли-
кат, которое обеспечивает точный результат. 

Ключевые слова: серендиповы поверхности, бикубическая интерполяция, нестандартный 
базис, математическое ожидание, метод Монте-Карло, случайный вектор. 
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